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Куйбышев
Тема моей работы «Способы решения комбинаторных задач». Я заинтересовалась данной темой, потому что в нашем учебнике по математике есть задачи на нахождение количества способов или вариантов, а цифры не указаны. 

Задача №11, стр.7

Запишите все трехзначные числа, для записи которых употребляются только цифры 1и 2.

Задача №96, стр.20

В правление фирмы входят 5 человек. Из своего состава правление должно выбрать президента и вице-президента. Сколькими способами это можно сделать?
Задача №228, стр.39

Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 2, 4, 6, 8, если цифры в записи не повторяются?

Задача №388, стр.63

Из села Аникеево в село Большово ведут четыре дороги. А из села Большово в село Виноградово – три дороги. Сколькими способами можно добраться из села Аникеева в Виноградово через село Большово?

Задача №694, стр.106

Семье, состоящей из бабушки, папы, мамы, дочери и сына, подарили 5 разных чашек. Сколькими способами можно разделить чашки между членами семьи?

Задача №1071, стр.166

К полднику в детском саду на четырехместный стол поставили сок, молоко, какао и компот. Сколькими способами четверо детей могут выбрать себе один из напитков?

Как же решить такие задачи? И поэтому я вместе с мамой, под руководством учителя математики, которая снабдила меня огромной литературой, научилась решать задачи с элементами комбинаторики. В своей работе я рассматриваю историю возникновения комбинаторики, и подробное описание способов решения комбинаторных задач. Я изучила различные способы решения комбинаторных задач, с использованием правила суммы, правила умножения, дерева возможностей и факториала.  

Из истории комбинаторики

Комбинаторика - ветвь математики, изучающая комбинации и перестановки предметов. Еще комбинаторику можно понимать как перебор возможных вариантов. Комбинаторика возникла в 17 веке. Долгое время она лежала вне основного русла развития математики.

С задачами, в которых приходилось выбирать те или иные предметы, располагать их в определенном порядке и отыскивать среди разных расположений наилучшие, люди столкнулись еще в доисторическую эпоху, выбирая наилучшее положение охотников во время охоты, воинов – во время битвы, инструментов - во время работы.
Задача № 65, стр.112

Бесплатный обед. Десять молодых людей решили отпраздновать окончание средней школы товарищеским обедом в ресторане. Когда все собрались, и первое блюдо было подано, заспорили о том, как усесться во​круг стола. Одни предлагали разместиться в алфавит​ном порядке, другие — по возрасту, третьи — по успевае​мости, четвертые — по росту и т. д. Спор затянулся, суп успел простыть, а за стол никто не садился. Примирил всех официант, обратившийся к ним с такой речью:
— Молодые друзья мои, оставьте ваши пререкания. Сядьте за стол, как кому придется, и выслушайте меня.
Все сели как попало. Официант продолжал: — Пусть один из вас запишет, в каком порядке вы сейчас сидите. Завтра вы снова явитесь сюда пообедать и разместитесь уже в ином порядке. Послезавтра сядете опять по-новому и т. д., пока не перепробуете всех воз​можных размещений. Когда же придет черед вновь сесть так, как сидите вы здесь сегодня, тогда — обещаю тор​жественно — я начну ежедневно угощать вас бесплатно самыми изысканными обедами.

Предложение понравилось. Решено было ежедневно собираться в этом ресторане и перепробовать все спо​собы размещения за столом, чтобы скорее начать поль​зоваться бесплатными обедами.
Однако, им не пришлось дождаться этого дня. И вовсе не потому, что официант не исполнил обещания, а по​тому, что число всех возможных размещений за столом чересчур велико. Оно равняется ни мало, ни много — 3 628 800. Такое число дней составляет, как нетрудно сосчитать, почти 10 000 лет!
Вам, быть может, кажется невероятным, чтобы 10 че​ловек могли размещаться таким большим числом раз​личных способов. Проверьте расчет сами.
Комбинаторные навыки оказались полезными и в часы досуга. Нельзя точно сказать, когда наряду с состязаниями в беге, метании диска, прыжках появились игры, требовавшие, в первую очередь, умения рассчитывать, составлять планы и опровергать планы противника.

Со временем появились различные игры (нарды, карты, шашки, шахматы и т.д.). В каждой из этих игр приходилось рассматривать различные сочетания фигур, и выигрывал тот, кто их лучше изучил, знал выигрышные комбинации и умел избегать проигрышных. Не только азартные игры давали пищу для комбинаторных размышлений математиков. Еще с давних пор дипломаты, стремясь к тайне переписки, изобретали сложные шифры, а секретные службы других государств пытались эти шифры разгадать. Стали применять шифры, основанные на комбинаторных принципах, например, на различных перестановках букв, заменах букв с использованием ключевых слов и т.д.

Комбинаторика как наука стала развиваться в 18 веке параллельно с возникновением теории вероятностей, так как для решения вероятностных задач необходимо было подсчитать число различных комбинаций элементов. Первые научные исследования по комбинаторике принадлежат итальянским ученым Дж.Кардано, Н.Тарталье (1499-1557), Г.Галилею (1564-1642) и французским ученым Б.Паскалю (1623-1662) и П.Ферма.
Комбинаторику как самостоятельный раздел математики первым стал рассматривать немецкий ученый Г.Лейбниц в своей работе “ Об искусстве комбинаторики ”, опубликованной в 1666 году. Он также впервые ввел термин “комбинаторика”. Значительный вклад в развитие комбинаторики внес Л.Эйлер. В современном обществе с развитием вычислительной техники комбинаторика “добилась” новых успехов. В настоящее время в образовательный стандарт по математике включены основы комбинаторики, решение комбинаторных задач методом перебора, составлением дерева вариантов (еще его называют “дерево возможностей”) с применением правила умножения. Так, например, “дерево возможностей” помогает решать разнообразные задачи, касающиеся перебора вариантов происходящих событий. Каждый путь по этому “дереву” соответствует одному из способов выбора, число способов выбора равно числу точек в нижнем ряду “дерева”. Правило умножения заключается в том, что для того, чтобы найти число всех возможных исходов независимого проведения двух испытаний А и В, следует перемножить число всех исходов испытания А и число всех исходов испытания В. В задачах по комбинаторике часто применяется такое понятие как факториал (в переводе с английского “factor” - “множитель”).

Итак, произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно называют n-факториалом и пишут: n!=1 2 3 … (n-1) n 

В комбинаторике решаются задачи, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. В зависимости от правил составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения, сочетания.

Комбинаторика
Термин «комбинаторика» происходит от латинского слова «combina», что в переводе на русский означает – «сочетать», «соединять». Комбинаторика - это раздел математики, в котором изучаются вопросы о том, сколько различных комбинаций, подчиненных тем или иным условиям, можно составить из элементов, принадлежащих заданному множеству. 
Основы комбинаторики очень важны для оценки вероятностей случайных событий, т.к. именно
они позволяют подсчитать принципиально возможное количество различных вариантов развития событий. 

Общие правила комбинаторики


Комбинаторные задачи бывают самых разных видов. Однако, большинство задач решается с помощью двух основных правил — правила суммы и правила произведения.
Правило суммы
Если конечные множества не пересекаются, то число  элементов  X  и  Y равно сумме числа элементов множества X и числа элементов множества Y.
То есть, если на первой полке стоит X книг, а на второй Y, то выбрать книгу из первой или второй полки, можно X+Y способами.

Задача
Ученик  должен  выполнить  практическую  работу  по  технологии.  Ему предложили на выбор 7 заданий по вязанию и 3 задания по шитью.  Сколькими способами он может выбрать одну тему для практической работы?

Решение: X=7, Y=3

По правилу суммы X + Y=7+3=10 тем.
Правило произведения

Если элемент X можно выбрать k способами, а элемент Y - m способами  то пару (X,Y) можно выбрать k · m способами.
То есть, если на первой полке стоит  5  книг,  а  на  второй  10,  то  выбрать одну книгу  с  первой  полки  и  одну  со  второй  можно  5·10=50 способами.

Дерево возможностей

Существует боле общий подход к решению самых разных комбинаторных задач с помощью составления специальных схем. Внешне такая схема напоминает дерево. Отсюда название – дерево возможных вариантов. При правильном построении дерева ни один из возможных вариантов решения не будет потерян.
Задача
Сколько двузначных чисел можно составить, используя цифры 2, 6, 4.
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Полученное число: 22; 26; 24; 62; 66; 64; 42; 46; 44
Факториал

Факториал, произведение натуральных чисел от единицы до какого-либо данного натурального числа n, т. е. 1·2·3·... ·n; обозначается n!. 
Случай 0! определен и имеет значение 0!=1, соответствующее комбинаторной интерпретации комбинации нуля объектов, другими словами, есть единственная комбинация нуля элементов, а именно: пустое множество.

Факториал определён только для целых неотрицательных чисел.

Эта функция часто используется в комбинаторике, теории чисел и функциональном анализе.

Иногда словом «факториал» неформально называют восклицательный знак.
Ниже приведены значения факториалов от 0 до 10.

0! = 1

1! = 1

2! = 1 · 2 = 2

3! = 1 · 2 · 3 = 6

4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24

5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120

6! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 = 720

7! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5040

8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40320

9! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 = 362880

10! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10 = 3628800

Свойство факториала:

(n + 1)! = (n + 1) · n!

Например: 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = (1 · 2 · 3 · 4 ) · 5 = 4! · 5, а тогда 7! = 6! · 7, (n + 1)! = (n + 1) · n!, 

т.е.(5 + 1)! = (5 + 1) · 5!

Действительно 6! = (1 · 2 · 3 · 4 · 5) · 6 = 5! · 6 = 720

А значение (1 · 2 · 3 · 4 · 5) = 5! = 120

Задача
У Незнайки есть три разных краски, ему надо покрасить забор из трех досточек. Каждую досточку в свой цвет. Сколькими способами Незнайка может это сделать?

Решение. Первую досточку он может покрасить любой из трех красок, вторую – любой из двух оставшихся. Третью – последней оставшейся краской. То есть всего 6 способов раскраски забора: 6= 3· 2· 1,         3!= 1·2·3

Рассуждая аналогично решению данной задачи, легко доказать, что n разных предметов можно выложить в ряд n · (n – 1) · (n – 2) · (n – 3) · … · 2 · 1 различными способами, то есть число перестановок из n различных элементов равно n!

Обозначим число перестановок Pn, тогда Pn = n!
Различные способы решения комбинаторных задач
Задача №1
Лена, Света, Маша, Катя и Наташа пришли к зубному врачу. Сколькими способами они могут встать в очередь?

Решение.

1 способ. Правило умножения. Пронумеруем очередь, и будем считать, что они становятся поочередно:

№1 – Лена – есть возможность выбрать из 5 вариантов

№2 – Света – 4 варианта

№3 – Маша – 3 варианта

№4 – Катя – 2 варианта

№5 – Наташа – 1 вариант
Используя правило умножения, получаем: 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120
2 способ. Решаем, используя понятие факториала: 5! = 120

3 способ. Дерево возможностей.
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Задача №2
Сколько различных трехцветных флагов с тремя горизонтальными полосами можно получить, если использовать красный, синий, белый цвета?

Решение.
1 способ. Пронумеруем расположение полос.
№1 – красный – 3 варианта

№2 – синий – 2 варианта

№3 – белый – 1 вариант

Используя правило умножения, получаем: 3 · 2 · 1 = 6

2 способ. Решаем, используя понятие факториала: 3! = 6

3 способ. Дерево возможностей. Обозначим красный – К,  синий – С, белый – Б.
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Третья полоса
Полученные флаги: КСБ, КБС, СКБ, СБК, БКС, БСК – 6 флагов.

Задача №3
Сколькими способами можно составить список из 6 учеников?

Решение. 

1 способ. Пронумеруем строки в списке. Обозначим учеников – У1, У2 , У3,  У4, У5, У6 
№1 – У1 -  6 вариантов

№2 – У2- 5 вариантов

№3 –  У3 - 4 варианта

№4 –  У4 - 3 варианта

№5 –  У5 - 2 варианта

№6 –  У6 - 1 вариант

Используя правило умножения, получаем: 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 720

2 способ. Решаем,  используя понятие факториала: 6! = 720
3 способ. Дерево возможностей.
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Изучив разную литературу по использованию комбинаторных задач, я пришла к выводу о том, что решить одну задачу можно разными способами: правило умножения, факториал, дерево возможностей. 
Задачу можно назвать комбинаторной, если ее решением является перебор элементов некоторого конечного множества.

Особая примета комбинаторных задач – вопрос, который   можно сформулировать таким образом, что он начинался бы словами: 

•    Сколькими способами…?

•    Сколько вариантов…?

Для того, чтобы решить задачу по комбинаторике, необходимо сначала понять её смысл, то есть, представить мысленно процесс или действие, описанное в задаче.

Нужно чётко определить тип соединений в задаче, а для этого надо, составив несколько различных комбинаций, проверить повторяются ли элементы, меняется ли их состав, важен ли порядок элементов.
Если же комбинаторная задача содержит ряд ограничений, налагающихся на соединения, то нужно понять, как влияют или не влияют эти ограничения на соединения.

В том случае, если трудно сразу определить какие-либо важные моменты задачи, то не плохо было бы попытаться разобраться в более лёгкой задаче, например в той, в которой не учитываются ограничения, если они есть в исходной задаче, или же в задаче, в которой рассматривается меньшее количество элементов, тогда проще будет понять принцип образования выборок.

Когда комбинаторная задача состоит из различных комбинаций элементарных задач, то нужно просто разбить задачу на подзадачи. 

Задачи для самостоятельного решения
1. Свете на день рождения подарили 4 плюшевых игрушки, 2 мяча и 5 кукол. Мама положила все игрушки в большую коробку. Сколькими способами Света сможет достать из коробки 1 плюшевую игрушку, 1 мяч и 1 куклу? 
2. В соревнованиях по художественной гимнастике принимали участие Кристина, Ксюша, Даша и Наташа. Сколькими способами могут распределиться места по окончании соревнований?

3. В огороде у бабушки растут 3 белые, 2 алые и 4 чайных розы. Сколькими различными способами можно составить букет из трех роз разного цвета?

4. Сколько трехзначных четных чисел можно составить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, если цифры могут повторяться?

5.  В классе десять предметов и пять уроков в день. Сколькими способами можно составить расписание на один день?

6. Сколькими способами можно выбрать 4 делегата на конференцию, если в группе 20 человек?

7. Сколькими способами можно разложить восемь различных писем по восьми различным конвертам, если в каждый конверт кладется только одно письмо?

8. На уроке физкультуры Андрей, Марат, Костя, Саша, Петя и Сережа готовятся к прыжкам в высоту. Сколькими способами можно установить для них очередность прыжков?

9. Сколькими способами в девятиместном микроавтобусе могут разместиться 9 пассажиров?

10. Сколько четных двузначных чисел можно составить из цифр 0, 2, 3, 6, 7, 9?
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